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ABOUT THE OTH TEST

o Az els6 feladatot majdnem mindenki jél csindlta, a méasodikat is
sokan, a harmadikra csak részmegolddsok voltak, az is csak
kevesektol

o Az 1. feladatban a ZFC-bdl fogunk kiindulni és megnézziik hogy
jon ki az axiomakbdl

o A 2. feladatnal a megolddsbdl megytink visszafelé, azt nézziik
hogyan juthatunk el az axiémakhoz

o Belevagunk a IATEXelsajatitasaba, elsonek a ZFC-t fogjuk attenni
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ZERMELO-FRAENKEL AXIOMS

1. Axiom of Extensionality: If X and ¥ have the same elements, then X = ¥.

YulueX=ueY)2X=Y.

2. Axiom of the Unordered Pair: For any @ and b there exists a set {a, b} that contains exactly a and b. (also called Axiom of Pairing)

Ya¥bIcVx(xec=(x=avx=»h).

3. Axiom of Subsets: If @ is a property (with parameter p), then for any X and p there exists a set ¥ = {u € X : ¢ (u, p)} that contains all those u € X that have the

property . (also called Axiom of or Axiom of Cq

YXVpAYVumeY=wmeXrpu, p)).

4. Axiom of the Sum Set: For any X there exists a set ¥ =

YX3AYYumeY=3z(zeXAue2).

5. Axiom of the Power Set: For any X there exists a set ¥ = P (X), the set of all subsets of X

YXAYVuueY=ugX).
6. Axiom of Infinity: There exists an infinite set.

AS[PeSA(xes)[xUx}es]).

7. Axiom of Replacement: If F' is a function, then for any X there exists aset ¥ = F [X] = (F (x):x € X}.

Yx¥yVzlelk, y, prelx,z, p)=y=z]
2YXx3AyVylyeY=AxeX) ¢k, y, p).

8. Axiom of Foundation: Every nonempty set has an e-minimal element. (also called Axiom of Regularity)

VS[S#P=>3xes)SNx=0].

9. Axiom of Choice: Every family of nonempty sets has a choice function.

¥Yxe€adAlx, y)=»>Ay¥Vx€ad(x, yx)).
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X, the union of all elements of Y. (also called Axiom of Union)
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LATEX BASICS

o Tegyél latex-et a laptopodra. A
https:/ /www.latex-project.org/get/ lapon lehet valasztani
(TexLive a Linuxhoz, MacTex a Machez, vagy MikTex a
Windowshoz).

@ Ezekhez van GUI, de a terminal mindenutt elég, ha valaki tud
sima szovegszerk3sztbvel (emacs, vi, vim, nano, etc) dolgozni

e write-compile-debug ciklus: megirjuk file.tex-et, a rendszer ezt
file.pdf-fé kompildlja, tesztelés, ra.

o Az elsé HF megirni a ZFC-t IATEX-ben!
e Aki akarja az magyarul csindlja, de angolul érdemes kezdeni
@ A honlaprdl letoltheté zfcskel.tex jé kiindulépont
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A DOKUMENTUM ALAPSZERKEZETE

\documentclass{article}
\usepackage{colortbl}

\author{YOUR NAME}

\title{The ZFC axioms of set theory}
\date{}

\begin{document}

\maketitle

\begin{enumerate}

\item {\color{green} Extensionality} If $X$ and $Y$ ...
\begin{equation}

\forall u ...

\end{equation}

\item {\color{green} Unordered Pair} For any $a$ and $b$
\begin{equation}

\forall a \forall b

\end{equation}

\item {\color{green} Choice} Every family of nonempty sets...
\begin{equation}

\forall x \in a \exists A(x,y) \Rightarrow ...

\end{equation}

\end{enumerate}

\end{document}
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MIERT HASZNAL MINDEN MATHEMATIKUS

BETEX-ET?

@ A képletirds mashogy nehéz, KTEX-ben konnyii
@ A matematikusok tul sok szimbdlumot haszndlnak, sokkal

konnyebb a neviiket megtanulni, pl. \forall a V és \exists a
3, ...

Forma és tartalom vilagos kilonvalasztasa
“Targynyelv"' és “metanyelv” vilagos kiilonvalasztasa
Mindenfélét tud, platformfuggetlendl

Sokkal szebb tipografia mint Word-ben vagy mashol

Az ekoszisztéma tobbi részével jél integrélva (pl. weblapokhoz
MathJax)
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M1 LETEZIK VALOJABAN?

Talan ez a filozéfia legnehezebb kérdése

Léteznek hdromszogek? Hogyan? Taldlunk hdromszogeket a
természetben?

Léteznek a foci szabalyai? Hogyan? Megtaldlhatdak a
természetben?

Fogadjuk el, hogy a tdrgyak (fak, hazak) valéban léteznek!
[Sokan nem fogadjak ezt el, Id.
https://en.wikipedia.org/wiki/Phenomenalism]

A foci szabdlyai olyanok mint a hazak, a természetben nem
taldlhatéak, az emberek hozzak létre Sket

A matematika olyan mint a foci: jaték. Szérakoztatd, és hasznos
is (HF: irjuk le, miért hasznos a foci, ha ugyan hasznos
egyaltalan)

@ A matematikusok elfogadjak a halmazok |étezését
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https://en.wikipedia.org/wiki/Phenomenalism

HoGY LETEZNEK A HALMAZOK?

o Ugy, hogy elfogadjuk a ZF(C) axiémakat
o Megengedhetnénk éppenséggel mas létezoket is, pl. szamokat,
haromszogeket, fuggvényeket . ..

@ De nem kelll Ha egyszer a halmazokat feltételezziik, a tobbi mar
ingyen van

@ Mennyit kell axiomatikusan megkovetelni? Kezdjik az tres
halmazzal

@ Be tudjuk bizonyitani az () létezését?

Az olcsé trikk: legyen ez axiéma

Kornai A matematika alapjai, 2. el6adas BMETE91AM35 2021-22 Bszi Félév 8/:



Az

URES HALMAZ

IxVy—(y € x)
Lehet hogy tobb is van beldle? Lehet hogy ez hiilye kérdés?

Nem, mert a legtobb ember egyetért, hogy a kerek haromszogek
és a rozsaszin elefantok halmaza egyarant lres, de ezek mégsem
ugyanazok a halmazok!

De a halmazelméletben csak egy lires halmaz lehet. Miért?
Tegyuk fel, hogy u és v ures halmazok. Mit mond az 1. axiéma?
Ha tehat létezik, akkor egyértelmi. De létezik-e vajon?

Nézzik meg Ujra az axidmdkat
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MEG MINDIG AZ URES HALMAZ

Az () az egy olyan x ami teljesiti a Vy—(y € x) feltételt.

De ez a Vy—(y € x) egy tulajdonsdg, és a 3. Axiéma
(részhalmaz) garantalja, hogy ha ¢ egy tulajdonsdg p
paraméterrel, akkor minden X halmazra létezik egy olyan Y
részhalmaz ami pontosan azokat az elemeit tartalmazza X-nek
amik a ¢ tulajdonsdgnak orvendenek

Ha tehat |étezik egy halmaz, barmilyen halmaz, mondjuk X,
akkor abbdl ZFC3 segitségével meg tudjuk konmstrudlni az ures
halmazt!

De mi van, ha semmilyen halmaz nem létezik? (A) Menj haza,
tanulj valami mast (B) Ismerd el, hogy legaldbb valamilyen
halmazok |éteznek!

Voltak nagyon komoly kisérletek arra, hogy ellentmondast
taldljanak a ZFC-ben, de eddig mindegyik kudarcot vallott.
Ezért azt gondoljuk, hogy a ZFC megfeleléen megbizhaté alapja

a matematikanak
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MEG EGY SZOT AZ URES HALMAZROL

e Vannak mdasfajta halmazelméletek, mert vannak masfajta
axidmarendszerek. A ZF C nélkil mas, mint a ZF C-vel. Sokat
tanulmanyozott axidmarendszerek a von
Neumann-Godel-Bernays (NGB), Morse-Kelley (MK), és
Kripke-Patek — lehet, hogy mi is beszéliink majd ezekrdl egy
kicsit. Vannak nagyon izgalmas rendszerek mint Aczel-é, amiben
a ZFC8-at az AFA (Anti-Foundation Axiom) helyettesiti.

o Nézzik meg még egy kicsit alaposabban a ZFC-t. Ki tudjuk
hozni mashogy is? Hat persze, ott van ZFC6, mit mond ki?

o ElGszoris garantdlja egy bizonyos végtelen halmaz |étezését

@ De ennél tobbet tesz, eleve garantéljha az () [étezését is!

o Attdl fliggden, hogy milyen axiémarendszert hasznalunk, vagy
(A) axiomatikusan garantaljuk az iires halmaz létezését vagy (B)
bizonyitjuk azt mas axiémakbdl

o Lehetséges (C), valahogy megélni () nélkiil. Lehet, de nagyon

kényelmetlen, ahogy az aritmetika is nagyon kényelmetlen volt
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THE FIRST PROBLEM FROM THE OTH TEST

Three subsets A, B, and C of {1,2,3,4,5} have the same cardinality.
Furthermore

A 1 belongs to A and B but not to C

B 2 belongs to A and C but not to B

C 3 belongs to A and exactly one of B and C
D 4 belongs to an even number of A, B, and C
E 5 belongs to an odd number of A, B, and C

F The sums of the elements in two of the sets A, B, and C differ
by 1

1 2 3 4 5
A+ + + 0/2 1/3
B + - v 0/2 1/3
C - + A 0/2 1/3
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APPLYING THE OTHER CONDITIONS

@ So far, we know that A has at least 3 elements. Can it have 57

@ No, because in that case B and C must also have 5 elements, so
they all would be the same set by Axiom 1.

o Can they all have four? No, because that would require 4 and 5
to appear in both B and C, and that would still not be enought,
because 3 appears in only one of these!

@ So we are done with A, and we now know that 5 cannot appear
in A, so condition E means we must have 1 occurrence of 5
(either in B or in C, not both)

1 2 3 4 5
A+ + + - -
B + - Vv 0/2 A
C - + AN 0/2 vV

[ CIGET
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APPLYING THE OTHER CONDITIONS

Since B will have one of 3 and 5, and C will have the other, we must
have 4 both in B and C. This leaves us two possibilities:

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
A+ + + - - A+ + + - -
B + - + + - B + - - + +
C - + - + + C - + + + -
So the sums of the numbers in the sets will be

1 2 3 4 5| 1 2 3 4 5|
A+ + + - —-1|6 A+ + + - —-1|6
B + - + + -8 B + - - + +/10
cC - + - + 4710 cC - + + + -19
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HF

o Készits .tex és .pdf fajlt a ZFC axiomakrdl a zfcskel.tex alapjan

o Oldd meg az 1-9 problémak mindegyikét
Chartrand-Polimeni-Zhang 1.1-bdl (pp 17-18). Ezt még be lehet
adni kézirdssal (nem papiron, fényképet és emailt kérek) de aki
IBTEX-et hasznal az plusz pontot kap

@ Innentdl viszont mar minden ETEXkell legyen!
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